
Предмет: МАТЕМАТИКА: АЛГЕБРА И НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА, ГЕОМЕТРИЯ
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Вычисление  объемов тел  по  известным поперечным  сечениям





Пусть дано тело Т, ограниченное замкнутой поверхностью, и , , ― площадь любого его сечения плоскостью, перпендикулярной к некоторой прямой, например к оси абсцисс . 
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Тогда, разбивая отрезок   на  частичных отрезков точками , выбирая  на каждом из частичных отрезков  произвольным образом точку ,  и обозначив ,   получим, что объем  всего тела Т приближенно равен объему фигуры, состоящей из   ступенчатых частичных цилиндров, объем каждого из которых 

.


То есть объем  тела Т приближенно равен: .
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Очевидно, что последнее приближенное равенство тем точнее, чем меньше диаметр разбиения  отрезка  на частичные отрезки. 




Таким образом, объем тела, заключенного между двумя плоскостями , в случае, если площадь сечения, проведенная перпендикулярно к оси , есть известная функция   для , вычисляется по формуле

.
Вычисление объемов тел вращения





Рассмотрим тело, образованное вращением вокруг оси  криволинейной трапеции , ограниченной кривой , осью  и прямыми .  

Если  пересечь это тело  плоскостями,  перпендикулярными к оси Ох, получим круги, радиусы которых равны модулю ординат  точек данной кривой. 
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Следовательно, площадь сечения рассматриваемого тела .Применяя общую формулу нахождения объема тел, получаем формулу для вычисления объема тела вращения .


Если тело образовано вращением вокруг оси  криволинейной трапеции ( изображено на рисунке ниже), то его объем вычисляется по формуле



, где  ,— уравнение кривой .
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Пример. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси  фигуры, ограниченной линиями , , .
Решение.  Изобразим тело вращения на графике
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По формуле нахождения объема тела вращения,  имеем

.
Пример: Цилиндрический бак, высота которого равна 5 м, а радиус основания равен 0,8 м, заполнен водой (рис. 1). За какое время вытечет вода из бака через круглое отверстие в дне бака, если радиус отверстия равен 0,1 м?
Решение: Обозначим высоту бака Н, радиус его основания R. радиус отверстия r (длины измеряем в метрах, время — в секундах).
Скорость вытекания жидкости v зависит от высоты столба жидкости х и вычисляется по формуле Бернулли , где g = 9,8,  — коэффициент, зависящий от свойства жидкости; для воды  = 0,6. Поэтому по мере убывания воды в баке скорость вытекания уменьшается (а не постоянна).
Пусть t (х) — время, за которое вытекает вода из бака высотой х с тем же радиусом основания R и с тем же отверстием радиуса r (рис. 1). Найдем   приближенно   разностное   отношение  , считая, что за время t1 = t (x + h) - t (x) скорость вытекания воды постоянна и выражается формулой (1). За время t1 объем воды, вытекшей из бака, равен объему цилиндра высотой h с радиусом основания R (рис. 1). т. е. равен R2h. С другой стороны, этот объем равен объему цилиндра, основанием которого служит отверстие в дне бака, а высота равна произведению скорости вытекания v на время t1 т. е.   объем   равен   r2vt1.   Таким   образом, R2h = r2vt1. Отсюда, учитывая формулу (1) и обозначение t1 = t(x + h)-t (x), получаем 

причем погрешность приближения стремится к нулю при h -> 0. Следовательно, при h  0 получается равенство   откуда

Если х = 0 (в баке нет воды), то t (0) = 0, поэтому С = 0. При х = Н находим искомое время . Используя данные задачи, вычисляем
[image: ]
Пример: Вычислить работу силы .F при сжатии пружины на 0,08 м, если для ее сжатия на 0,01 м требуется сила 10 Н.
По закону Гука сила F пропорциональна растяжению или сжатию пружины, т. е. F = kx, где х — величина растяжения или сжатия (в м), k — постоянная. Из условия задачи находим k. Так как  при   х = 0,01 м   сила   F = 10 Н,   то   k =F/x = 1000. Следовательно, F (х) = kx = 1000х. Работа силы F (х) при перемещении тела из точки а в точку b равна А = . Используя данные задачи, получаем
Пример . Вычислить длину дуги кривой [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image398.gif], заключенной между точками с абсциссами [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image327.gif], [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image399.gif]. Р е ш е н и е. Так как [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image400.gif], то [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image401.gif][image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image402.gif].Следовательно,
[image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image403.gif].
  Пример 3. Вычислить длину дуги кривой [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image405.gif], заключенной между точками с ординатами [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image333.gif] и [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image406.gif]. 
[image: Подпись:  

          Рис.5.1]  
 Р е ш е н и е. В этой задаче удобнее за независимую переменную принять у: тогда [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image407.gif] и [image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image408.gif]
[image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image409.gif].
  Следовательно,
[image: http://fismat.ru/mat/kurs2/1/image410.gif].
Пример Вычислим площадь [image: $ Q$]поверхности, образованной вращением в пространстве вокруг оси [image: $ Ox$]части линии [image: $ y=\frac{2}{3}x^{\frac{3}{2}}$], расположенной над отрезком [image: $ [0;1]$]оси [image: $ Ox$]. 
[image: http://ftoe.ru/list9/imagesbig/kimage0619.png]
Так как [image: $ y'=x^{\frac{1}{2}}=\sqrt{x}$], то формула (6.10) даёт нам интеграл 
 [image: $\displaystyle Q=2\pi\int_0^1\frac{2}{3}x^{\frac{3}{2}}\sqrt{1+x}\;dx=
\frac{4\...
...t{x^2+x}\;dx=
\frac{4\pi}{3}\int_0^1x\sqrt{(x+\frac{1}{2})^2-\frac{1}{4}}\;dx.$]
Сделаем в последнем интеграле замену [image: $ t=x+\frac{1}{2}$]и получим: 
 [image: $\displaystyle Q=
\frac{4\pi}{3}\int_{\frac{1}{2}}^{\frac{3}{2}}(t-\frac{1}{2})...
...
\frac{2\pi}{3}\int_{\frac{1}{2}}^{\frac{3}{2}}
\sqrt{t^2-\frac{1}{4}}\;dt.
$]
В первом из интегралов правой части сделаем замену [image: $ z=t^2-\frac{1}{4}$]: 
 [image: $\displaystyle \int_{\frac{1}{2}}^{\frac{3}{2}}
\sqrt{t^2-\frac{1}{4}}\cdot2t\;...
..._0^2\sqrt{z}\;dz=\frac{2}{3}z^{\frac{3}{2}}\Bigr\vert _0^2=\frac{4\sqrt{2}}{3}.$]
Для вычисления второго из интегралов в правой части обозначим его [image: $ I$]и проинтегрируем по частям, получив уравнение для [image: $ I$], как в примере 6.6: 
	[image: $\displaystyle I=\int_{\frac{1}{2}}^{\frac{3}{2}}\sqrt{t^2-\frac{1}{4}}\;dt=
 t\...
...}{2}}-
 \int_{\frac{1}{2}}^{\frac{3}{2}}\frac{t^2}{\sqrt{t^2-\frac{1}{4}}}\;dt=$]
	   

	[image: $\displaystyle =\frac{3\sqrt{2}}{2}-
 \int_{\frac{1}{2}}^{\frac{3}{2}}\frac{t^2-...
...{1}{4}\ln\vert t+\sqrt{t^2-\frac{1}{4}}\Bigr\vert _{\frac{1}{2}}^{\frac{3}{2}}=$]
	   

	[image: $\displaystyle =\frac{3\sqrt{2}}{2}-I-
 \frac{1}{4}\ln\Bigl(\frac{3}{2}+\sqrt{2}...
... \frac{1}{4}\ln\frac{1}{2}=
 \frac{3\sqrt{2}}{2}-\frac{1}{4}\ln(3+2\sqrt{2})-I.$]
	   


Перенося [image: $ I$]в левую часть и деля на 2, получаем [image: $\displaystyle I=\frac{3\sqrt{2}}{4}-\frac{1}{8}\ln(3+2\sqrt{2}),$]
откуда, наконец, 
 
[image: $\displaystyle Q=\frac{2\pi}{3}\cdot\frac{4\sqrt{2}}{3}-\frac{2\pi}{3}
\Bigl(\f...
...ln(3+2\sqrt{2})\Bigr)=
\frac{\pi}{36}\bigl(14\sqrt{2}+3\ln(3+2\sqrt{2})\bigr).$]



[bookmark: _GoBack]Домашнее задание: записать конспект
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